Une interprétation byzantine de Diophante  by Christianidis, Jean
HISTORIA MATHEMATICA 25 (1998), 22–28
ARTICLE NO. HM972172
Une interpre´tation byzantine de Diophante
Jean Christianidis
University of Athens, Department of Philosophy and History of Science, 37, John Kennedy Street,
GR-161 21 Athens, Greece
In this paper, we develop a new interpretation, based on the notion of proportion, of
Diophantus’s procedure, which is applicable to all cases of equations with two unknowns that
Diophantus (ca. A.D. 250) solves. This interpretation was proposed for the first time by
Maximus Planudes (ca. A.D. 1255—1305) in his commentary on problem II 8 of the
Arithmetica.  1998 Academic Press
Dans cet article on propose une nouvelle interpre´tation, base´e sur la notion de la proportion,
de la me´thode utilise´e par Diophante a` la re´solution des e´quations a` deux inconnues. L’inter-
pre´tation par proportion avait e´te´ propose´e pour la premie`re fois par Maxime Planude dans
son commentaire au proble`me II 8 des Arithme´tiques.  1998 Academic Press
Sthn «rcasi´a frot«i´n«tai eia n«´a «rehn«i´a, e« xrh´sh analocig´n, th§ e«uo´doy foy-
xrhsieofoi«i´ o Dio´wanto§ cia na «fily´s«i ti§ «jisg´s«i§ e« dy´o acng´stoy§. H «rehn«i´a
ayth´ «i´x« frotau«i´ cia frg´th wora´ afo´ ton Ma´jieo Planoy´dh sto sxo´lio´ toy sto fro´blhea
B 8 tgn Ariuehtikg´n.  1998 Academic Press
AMS 1991 subject classification: 01 A 20
Key Words: Diophantus; Maximus Planudes; Greek mathematics; Byzantine mathematics.
Les Arithme´tiques de Diophante d’Alexandrie sont sans aucun doute parmi les
oeuvres de l’antiquite´ qui ont le plus influence´ le de´veloppement des mathe´matiques
dans la pe´riode entre le neuvie`me et le dix-huitie`me sie`cle. Comme mesure de
l’influence qu’elles ont exerce´e, on pourrait citer la longue liste des mathe´maticiens
qui se sont occupe´s de cet ouvrage tant comme enseignants, traducteurs, et commen-
tateurs, que comme chercheurs, qui y ont trouve´ la source qui a inspire´ leurs
contributions originales au de´veloppement des mathe´matiques.
L’influence de Diophante se retrouve aussi dans l’Empire byzantin, ou` elle est
le plus visible pendant ses derniers sie`cles. On sait que la tradition mathe´matique
byzantine s’est ave´re´e a` plusieurs reprises essentielle non seulement pour la conser-
vation et la transmission des oeuvres de mathe´maticiens de l’antiquite´ grecque,
mais aussi—et ceci est souvent insuffisamment estime´—pour l’e´claircissement de
certains points obscurs de la pense´e mathe´matique ancienne. Tel est le cas de
proce´de´s de re´solution de Diophante graˆce a` deux auteurs byzantins.
Il y a d’abord un te´moignage de Ioannis Hierosolymitanus, Patriarche de Je´rusa-
lem entre 1156 et 1166; celui-ci, se re´fe´rant dans son ouvrage intitule´ De vita Ioannis
Damasceni a` Ioannis Damascenus et a` son maıˆtre le moine Cosmas, e´crit au chapitre
XI: «Ils ont exerce´ les proportions arithme´tiques avec autant d’habilete´ que Pytha-
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gore et Diophante.»1 L’ importance de ce te´moignage est double: d’un coˆte´ il atteste
que Diophante e´tait pre´sent a` Byzance depuis le huitie`me sie`cle, d’un autre coˆte´
il associe son oeuvre mathe´matique a` la the´orie arithme´tique des proportions.
Le sens de cette dernie`re re´fe´rence aux proportions arithme´tiques s’e´claircit si
l’on tient compte d’un deuxie`me te´moignage, beaucoup plus pre´cis, que nous devons
a` Maxime Planude (environ 1255–1305), moine e´rudit et lecteur studieux de Dio-
phante. Dans son commentaire au huitie`me proble`me du livre II des Arithme´tiques,
qui est e´quivalent a` l’e´quation X 2 1 Y 2 5 a2, on constate imme´diatement que
Planude reconnaıˆt tre`s bien que la clef de la me´thode de Diophante se trouve
pre´cise´ment dans la phrase «formons le carre´ d’une quantite´ quelconque d’arithmes2
diminue´e d’autant d’unite´s qu’en posse`de la racine de 16 unite´s»3 [2, 54], par laquelle
Diophante introduit la substitution Y 5 mx 2 a. Planude consacre ainsi trois pleines
pages, dans l’e´dition de Tannery, pour la commenter.
Or, c’est pre´cise´ment ici que Planude explique sans ambiguı¨te´ que la substitution
de´coule de la proportion
(a 1 Y) : x 5 x : (a 2 Y);
il e´crit en effet:
Car ge´ne´ralement, pour tout carre´ qui se partage en deux [autres] carre´s, le coˆte´ de celui qui
se partage plus le coˆte´ d’une des [deux] parties est au coˆte´ du reste dans un certain rapport;
donc, si on soustrait l’une des deux parties re´sultantes du partage, le coˆte´ de l’autre sera autant
de fois le coˆte´ de la [partie] soustraite moins le coˆte´ du [carre´] partage´, que le coˆte´ de l’autre
[partie] plus le coˆte´ du [carre´] partage´ est du coˆte´ de la [partie] soustraite.4
Dans ce passage Planude nous explique comment, selon lui, Diophante a e´te´ amene´
a` faire la substitution Y 5 mx 2 a. Soit a` soustraire x 2 de a 2. Alors, le coˆte´ de
l’autre carre´, c’est-a`-dire de Y 2, sera e´gal a` autant de fois le coˆte´ x du carre´ soustrait
moins le coˆte´ a du carre´ partage´ que la somme Y 1 a est multiple du coˆte´ x. A la
suite Planude donne deux exemples arithme´tiques pour illustrer son assertion. Dans
le premier, il conside`re 52 5 32 1 42; comme le rapport (5 1 3) : 4 est e´gal a` 2, on
en de´duit que 3 5 2 ? 4 2 5, et, de meˆme, comme le rapport (5 1 4) : 3 est e´gal
a` 3, on aura 4 5 3 ? 3 2 5. Le second exemple, 132 5 52 1 122, est semblable
au premier.
1 ’Analoci´a§ d«` a© riuehtika`§ oy¨'tg§ «©jhskh´kasin «y©wyg˜§ g¨§ Pyuaco´rai h©§ Diowa´ntai [4, 36, 8–10].
2 Nous suivons sur ce point Paul Ver Eecke qui transcrit ainsi le mot a© riueo´§ par lequel Diophante
de´signe l’inconnue. Dans nos traductions en language symbolique nous de´signerons par x l’inconnue
et par X 2, Y 2 les carre´s inde´termine´s.
3 Pla´ssg to`n hon a© fo` § g&n o¨'sgn dh´fot« tosoy´tgn M8 o¨'sgn «©sti`n h¨ tg˜n i§ M fl«yra´ [3, 90, 14–15].
4 Kauo´loy ca`r «©fi` fa´ntgv t«tracg´ngn tg˜n «i© dy´o t«tracg´noy§ diairoye«´ngn, h¨ toy˜ diairoye«´noy
fl«yra` e«ta` th˜§ fl«yra˜§ o¨fot«´roy tg˜n a© fo` th˜§ diair«´s«g§ «©'x«i tina` lo´con fro`§ th`n fl«yra`n toy˜
loifoy˜, kai` a© wair«u«´nto§ o¨fot«royoy˜n tg˜n a© fo` th˜§ diair«´s«g§, h¨ fl«yra` toy˜ loifoy˜ tosoy´tgn eo «©'stai
o¨'sgn h©˜ n, l«i´c«i th˜§ toy˜ diairoye«´noy fl«yra˜§, h¨ toy˜ a© wair«u«´nto§ fl«yra` tosayta´ki§ o¨saflasi´gn
h©˜ n kai´ h¨ fl«yra` toy˜ loifoy˜ e«ta` th˜§ fl«yra˜§ toy˜ diairoye«´noy th˜§ toy˜ a© wair«u«´nto§ fl«yra˜§ [4,
217, 18–27].
24 JEAN CHRISTIANIDIS HM 25
Apre`s avoir mentionne´ ces deux exemples, Planude remarque que le nombre m
dans Y 5 mx 2 a peut prendre une valeur quelconque. Il e´crit:
Comme les coˆte´s peuvent avoir entre eux un rapport quelconque, moins toujours le coˆte´
du [carre´] partage´, c’est pour cette raison qu’il [Diophante] dit: ‘‘d’une quantite´ quelconque
d’arithmes diminue´e d’autant d’unite´s qu’en posse`de la racine du partage´’’.5
Le commentaire de Maxime Planude soule`ve la question de savoir si cette me´-
thode par proportion, qui explique la substitution de Diophante dans le cas du
proble`me II 8, peut eˆtre e´tendue a` d’autres e´quations des Arithme´tiques, ce qui
permettrait alors d’en faire une interpre´tation ge´ne´rale de Diophante. Or, comme
on le verra ci-apre`s, la re´ponse a` cette question est affirmative. En particulier, cette
me´thode s’applique a` toutes les e´quations a` deux inconnues, au cours de la re´solution
desquelles Diophante introduit les substitutions en utilisant le verbe fla´ss«in,
former.6
Il faut remarquer a` ce propos que l’interpre´tation par proportion de Diophante
ne se pre´sente pas pour la premie`re fois ici. Elle avait e´te´ mentionne´e en 1932, lors
d’une confe´rence donne´e par Aleksander Birkenmajer, dans laquelle l’historien
des sciences polonais avait discute´ brie`vement la question de savoir si Diophante
avait re´solu ses proble`mes inde´termine´s par une analyse me´thodique ou non.7
Le texte de cette confe´rence ne fut publie´ qu’en 1970, dans un volume collectif
des travaux de Birkenmajer [1], mais il est passe´ inaperc¸u, que je sache, de la
majorite´ des historiens de la science grecque.8 Birkenmajer n’applique l’interpre´ta-
tion par proportion qu’aux proble`mes 8 et 9 du livre II des Arithme´tiques, mais
elle est applicable a` une classe toute entie`re de proble`mes, comme nous l’avons
de´ja` dit.
Reprenons l’e´quation X 2 1 Y 2 5 a 2 du proble`me II 8, proble`me qu’on peut
qualifier de fondamental pour de´celer une analyse me´thodique par laquelle Dio-
phante pourrait e´ventuellement avoir traite´ un nombre de ses proble`mes inde´ter-
mines. En effet, le proble`me II 8 est le premier proble`me vraiment inde´termine´
qu’on rencontre dans les Arithme´tiques. Diophante propose pour ce proble`me deux
solutions dont la tradition manuscrite du texte grec des Arithme´tiques ne met point
5 ’Ef«i` toi´nyn kata` fa´nta e«`n ci´nontai lo´con ai¨ fl«yrai` fro`§ a© llh´la§, a© «i` l«i´c«i th˜§ toy˜ diairoye«´-
noy fl«yra˜§, dia` toy˜to´ whsin . a© fo` §§ g˜n o¨'sgn dh´fot« th˜§ toy˜ diairoye«´noy fl«yra˜§ [4, 218, 22–25].
6 Sur l’utilisation du verbe fla´ss«in la remarque suivante de Tannery est notable: «Le terme fla´ss«in
semble, au reste, avoir e´te´ technique en logistique, comme fori´z«in en ge´ome´trie, auquel il correspond
de fait»; et, a` titre d’exemple, il cite l’expression de Pappus fla´ss«tai h¨ a¨reonikh` e«so´th§ [la me´die´te´
harmonique se forme] [7, 278 note].
7 On sait que les proce´de´s de re´solution de Diophante ont fait l’objet de nombreuses discussions, les
positions extreˆmes e´tant l’une que Diophante avait une me´thode bien de´termine´e et l’autre que chaque
proble`me recevait une re´solution diffe´rente.
8 Je tiens a` exprimer ici mes remerciements a` mon colle`gue Nikos Kastanis, a` qui je dois d’avoir pris
connaissance du travail de Birkenmajer.
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en doute l’authenticite´.9 Il y a des raisons de croire que la juxtaposition de ces deux
solutions est d’une importance particulie`re pour mettre en e´vidence ce qui e´tait,
peut eˆtre, le fondement de la re´solution des proble`mes inde´termine´s de Diophante.
La question cruciale qui se pose est donc de savoir si les deux re´solutions sont
virtuellement les meˆmes ou bien si elles sont diffe´rentes. Il semble que les commen-
tateurs modernes partagent le premier point de vue. Ainsi, Thomas L. Heath a,
sans scrupule, omis dans sa paraphrase des Arithme´tiques la deuxie`me solution; il
la conside´rait sans doute comme identique a` la premie`re [5]. Paul Ver Eecke de
son coˆte´, se contente de remarquer simplement que «cette variante de la solution
du proble`me ne diffe`re de la premie`re solution que dans les termes employe´s pour
de´signer les meˆmes expressions» [2, 55 note]. Pour Jacques Sesiano aussi, cette
deuxie`me solution est «virtually identical to the first one» [6, 54]. Donc, pour les
trois historiens, la deuxie`me solution n’est pas a` proprement parler une autre
solution, malgre´ le sens du mot ©'Allg§ [autrement] par lequel Diophante de´signe
cette deuxie`me solution. Nous sommes donc oblige´, pour re´pondre a` la question
souleve´e ci-dessus, d’examiner de pre`s les proce´de´s de re´solution qu’il suit dans
les deux cas.
Dans sa premie`re re´solution Diophante conside`re l’e´quation particulie`re X 2 1
Y 2 5 16. Il pose d’abord X 2 5 x 2, ensuite il transforme l’e´quation en Y 2 5 16 2
x 2 et il re´sout cette dernie`re e´quation en posant Y 5 2x 2 4; il trouve ainsi x 5
16/5 et, par conse´quent, X 2 5 256/25 et Y 2 5 144/25. Dans la deuxie`me re´solution
Diophante pose dans X 2 1 Y 2 5 16 imme´diatement et simultane´ment X 5 x et
Y 5 2x 2 4 pour trouver, x 5 16/5, X 2 5 256/25, Y 5 12/5, et Y 2 5 144/25.
Dans la deuxie`me re´solution Diophante proce`de d’une fac¸on directe en reconnais-
sant, de`s le de´but, qu’en posant X 5 x et Y 5 2x 2 4 le terme absolu de l’e´quation
s’e´limine et que, apre`s division par x, l’e´quation devient line´aire par rapport a` x.
En introduisant les substitutions binoˆmes Y 5 mx 6 n, Diophante suit fre´quemment
une strate´gie qui consiste chaque fois a` reconnaıˆtre—a` la suite d’une simple re´flexion
sur la forme de l’e´quation a` re´soudre—comment ces substitutions peuvent servir
a` effectuer des e´liminations convenables afin d’arriver a` une e´quation line´aire par
rapport a` x et, enfin, a` une valeur rationnelle et positive de x. La deuxie`me re´solution
du proble`me II 8 traduit exactement cette ide´e. Mais Diophante proce`de-t-il dans
la premie`re re´solution avec la meˆme ide´e en teˆte? Une telle possibilite´ nous semble
peu vraisemblable parce qu’elle rendrait les deux re´solutions identiques, et la de´sig-
nation ©'Allg§ serait donc un contresens. Il semble plutoˆt que dans sa premie`re
re´solution Diophante a trouve´ la substitution Y 5 2x 2 4 apre`s une certaine analyse
de la condition du proble`me. Mais quelle pourrait eˆtre cette analyse, pour laquelle
d’ailleurs le texte diophantien tel quel ne nous laisse aucun trace? Or, la substitution
Y 5 2x 2 4 s’explique aise´ment si l’on e´crit l’e´quation Y 2 5 16 2 x 2 sous forme
de proportion. En effet, l’e´quation s’e´crit successivement:
9 Voir l’apparatus criticus de ce proble`me dans l’e´dition de Tannery.
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(4 1 Y) ? (4 2 Y) 5 x 2 (1)
(4 1 Y) : x 5 x : (4 2 Y). (2)
Les nombres Y, x, 4 e´tant rationnels positifs, le rapport (4 1 Y) : x est, lui aussi,
un nombre rationnel positif; on peut alors assigner a` ce nombre une valeur particu-
lie`re m (Diophante choisit m 5 2); donc, on aura (4 1 Y) : x 5 m, d’ou` Y 5
mx 2 4. Nous sommes ainsi arrive´s a` la substitution de Diophante.
Il reste une dernie`re question a` laquelle il nous faut donner re´ponse. L’interpre´ta-
tion de la proce´dure de Diophante que nous venons de proposer se de´veloppe en
deux phases: une premie`re phase de factorisation, puis la phase de reformulation
proportionnelle ou, du moins, de la formation de l’un des deux rapports de la
proportion. Mais, cette dernie`re phase, n’est-elle pas inutile? Diophante, ne pouvait-
il trouver la substitution Y 5 mx 2 4 directement de la factorisation de l’e´qua-
tion, c’est-a`-dire aussitoˆt apre`s l’avoir mise sous la forme x 2 5 (4 2 Y) ? (4 1 Y)?
Diophante pourrait en effet avoir remarque´ dans cette dernie`re e´quation que,
comme le produit des deux nombres 4 2 Y et 4 1 Y est e´gal a` x 2, on peut poser
le plus grand nombre 4 1 Y 5 mx (d’ou` Y 5 mx 2 4) et, en meˆme temps, le plus
petit nombre 4 2 Y 5 (1/m) x, et utiliser ensuite les informations contenues dans
les deux e´quations pour trouver
4 5
1
2 Smx 1 1m xD, d’ou` la valeur de x, et
Y 5
1
2 Smx 2 1m xD.
C’est du reste ainsi qu’il proce`de peu apre`s, au proble`me II 11, ou` il traite pour la
premie`re fois la «double e´quation.» Mais dans la premie`re re´solution du proble`me
II 8 il ne suit pas cette proce´dure; il proce`de par substitution et de´termination
successive des inconnues.
L’interpre´tation par proportion que nous venons de mentionner s’applique a` une
classe tre`s e´tendue d’e´quations inde´termine´es traite´es par Diophante. Le tableau
qui suit contient divers types d’e´quations a` deux inconnues des Arithme´tiques, dont
toutes celles qui sont re´solues par une substitution introduite par le verbe fla´ss«in,
ainsi que les proportions correspondantes. Il reste a` poser le premier rapport e´gal
a` m, ou` m est un nombre rationnel et positif, pour avoir chaque fois la substitution
de Diophante.10
10 Les exemples sont tire´s des livres grecs des Arithme´tiques.
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Type d’e´quation Proportion correspondante
y2 5 a2x 2 1 bx 1 c (y 2 ax) : 1 5 (bx 1 c) : (y 1 ax)
y2 5 ax 2 1 bx 1 c2 (y 2 c) : x 5 (ax 1 b) : (y 1 c)
x2 1 y2 5 a2 1 b2 (b 1 y) : (x 2 a) 5 (x 1 a) : (b 2 y)
en posant (b 1 y) : (x 2 a) 5 m, x 2 a 5 t
on a, x 5 t 1 a, y 5 mt 2 b
y2 5 ax2 1 b, a 1 b 5 h 5 k2
l’e´quation s’e´crit (y 1 k) : (x 2 1) 5 a(x 1 1) : (y 2 k)
y2 5 ax2 1 k2 2 a en posant (y 1 k) : (x 2 1) 5 m, x 2 1 5 t
on a, x 5 t 1 1, y 5 mt 2 k
y2 5 ax2 1 bx y : x 5 (ax 1 b) : y
y2 5 ax3 1 bx2 1 cx 1 d2 (y 2 d) : x 5 (ax2 1 bx 1 c) : (y 1 d)
y3 5 a3x3 1 bx2 1 cx 1 d3 (y 2 d) : x 5 (a3x2 1 bx 1 c) : (y2 1 dy 1 d2)
x(a 2 x) 5 y3 2 y (y 1 1) : x 5 (a 2 x) : y(y 2 1)
y2 5 a2x4 1 2abx2 1 b2 2 cx3 2 dx
l’e´quation s’e´crit
y2 5 (ax2 1 b)2 2 cx3 2 dx (ax2 1 b 2 y) : x 5 (cx2 1 d) : (ax2 1 b 1 y)
y2 5 x6 2 ax3 1 bx 1 c2 (y 2 x3) : 1 5 (c2 2 ax3 1 bx) : (y 1 x3)
De la discussion qui pre´ce`de on remarque que nous pouvons interpre´ter les
substitutions effectue´es par Diophante au cours de la re´solution des e´quations
inde´termine´es a` deux inconnues, sans utiliser des connaissances de´passant le niveau
des mathe´matiques grecques. Il suffit de connaıˆtre:
1. Certaines identite´s arithme´tiques, comme
m2 6 2mn 1 n2 5 (m 6 n)2,
m2 2 n2 5 (m 1 n) ? (m 2 n),
m3 2 n3 5 (m 2 n) ? (m2 1 mn 1 n2),
m3 1 n3 5 (m 1 n) ? (m2 2 mn 1 n2).
2. La factorisation. Que Diophante ait connu et utilise´ la factorisation est
atteste´ par le fait qu’il la de´crit de fac¸on explicite dans divers cas particuliers, par
exemple aux proble`mes 6 et 8 du livre six. Il utilise meˆme l’expression e«´trhsi§
. . . kata` . . . pour de´signer les deux facteurs, expression que Paul Ver Eecke rend
dans sa traduction franc¸aise «division . . . suivant . . .». Ainsi, au proble`me 6, Dio-
phante dit: «La diffe´rence devient 1 carre´ d’arithme moins 14 arithmes; la division
donne 1 arithme suivant 1 arithme moins 14 unite´s» [2, 243]. De meˆme, au proble`me
8 il dit: «La diffe´rence est 14 arithmes; la division est de 2 arithmes suivant 7 unite´s»
[2, 246].
3. La connaissance de la the´orie arithme´tique des proportions, et l’identification
d’e´quation et de proportion d’apre`s la proprie´te´: A : B 5 C : D A ? D 5 B ?
C. Exactement soixante-dix ans plus toˆt Paul Ver Eecke, en se faisant l’interpre`te
de la grande majorite´ des historiens des mathe´matiques, e´valuait le commentaire
de Maxime Planude aux deux premiers livres de Diophante dans les termes suivants:
«A part l’inte´reˆt que pre´sentent les variantes [des re´solutions des proble`mes 4, 18,
19, et 21 du premier livre], qui n’innovent cependant en rien en ce qui concerne
les proce´de´s employe´s par Diophante, le commentaire de Planude n’offre aucune
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originalite´; il n’ajoute pas de connaissances nouvelles a` celles que Diophante
posse´dait de´ja` plus de mille ans avant lui, et il caracte´rise bien les derniers temps
de la de´cadence byzantine, ou` la science progressive se de´gage avec peine de la
simple e´rudition» [2, liv–lv]. D’apre`s la discussion qui pre´ce`de, nous sommes en
mesure de dire que cette e´valuation n’est plus correcte. Le commentaire de Planude
au proble`me II 8 nous offre une interpre´tation capable de mettre en e´vidence
l’unicite´ et la ge´ne´ralite´ des proce´de´s de Diophante et les met en relation avec la
the´orie des proportions arithme´tiques, une caracte´ristique majeure des mathe´ma-
tiques grecques.
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